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SISTEM BILANGAN KOMPLEKS

1.1. DEFINISI

» Bilangan kompleks adalah bilangan yang
besaran (skalarnya) tidak terukur secara
menyeluruh.

» Bilangan kompleks terdirn dan 2 komponen :
« Komponen bilangan nyata (nel) ; terukur
« Komponen bilangan khayal (1majiner) ; tak
terukur

» Bilangan kompleks merupakan fasor( vektor
yang arahnya ditentukan oleh sudut fasa)




BENTUK BILANGAN KOMPLEKS

» Bilangan kompleks dapat diekspresikan dalam
4 bentuk :

« Bentuk Rektangular
» Bentuk Polar

« Bentuk Trigonimetri
« Bentuk Eksponensial
« Bentuk Hiperbolik

« Bentuk Logaritma




BILANGAN IMAJINER

Bilangan bertanda positip di bawah tanda
akar disebut bilangan irasional.

Conteh : <3 , /5, “/6, dst

Bilangan (positip atau negatip) bila
dikuadratkan hasilnya akan selalu positip.
Contoh : (3)2 =9 ; (-4)2 =16 ; (-5)2 = 25 dst.

Bilangan bertanda negatif di bawah tanda
akar disebut bilangan imjiner.

Contoh : “(-6) ; ~/(-9) ; “(-12) ; “(-16) dst

Bilangan imajiner
V(-9) = [V(-1)] (D) = [V(-1)]1 3
V-5) = [Vi-1)] V(B = [Vi(-1)] 2.2361

|
(]

1 atau wil-1)
=13 atau wi(-9)
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BILANGAN IMAJINER

» 1 atau j disebut operator

» Sehingga V(=-1)].[v-1)] = -1

[

(i%). i
[12} Z
(17)

Tl IR




BILANGAN KOMPLEKS

Bentuk Rektangular
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Gbr 1. Bidang Kompleks




Bentuk Umum

Z =R + iX C1-1)
R = Re(i) = Komponen Bilangan Riel (Nyata)
X =1m(Z<) = Komponen Bilangan Khayal

(lmajiner)

1. £, = 3 + 14 ; Re(Z,) = 3 ;o Imi(Z,) = 4
2. L= =-3 14 :: Re(l;) = -3 ; Im(Z;) = 4
3. Lz = -4-13 s Re(Zz) = -4 3 Imi(ZLy) = -3
4. Lyi= 4 -14 ; Re(fy)= 4 ; lm{ZLy) = -4
Harga besaran (skalar) £

Z =121 = (RZ + X2) ( 1-2 )

7 dizebut harga mutlak (absolut) atau
disebut juga modulus Z, ditulis | £].

Sudut arah diukur terhadap sumbu X positif
cdan disebut sebagail argumen Z.

Arg Z = O

Arc tan (X/R)
Arc sin (R/Z) ( 1-3 )
Arc cos (X/Z)




Contoh :

1. Z,= 3+ i4
2. Z, = -3 + i4
3. 7, = -4 - i3

4. Z, = 4 - i4

1.3.2. Bentuk Polar
» Lihat persamaan-persamaan :

( 1-1) Z =R = iX

L
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( 1-2 ) : Z = |Z] =~ (RZ + X2)
( 1-3 ) = Arg Z = o

0 = Arc tan (X/R)

2 = Arc sin (R/Z2)

0 = Arc cos (X/2Z)

= Bentuk Umum Bilangan Kompleks dalam
bentuk Polar :
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1. Z, = 3 + i4 : Z, = (32 + 42)y =75
i = Arc tan (4/3) = 53.13°
Z, =5 -~ 53.13°

2. Z, = -3 + i4 s o= [(-3)2 + 42] =5
B = Arc tan (4/-3) = -53.13°= 126.877
Z, =5 ~ -53.13° Z, =5 .~ 126.87°

3. Z3 = -4 - i3 ;3 Zay = [(-4)% +(-3)7]1 =5
o = Arc tam (-3/7-4) = 216.87°
Z,. =5 - 216.87-

4. 14 = 4 - i4 1 Z,=(42 + (-4)2)= 5.66

o = Arc tan (4/-4) -45° = 315°<

L, =5 - -45= 3 L, =5 = 315"
5. Z., = -i4 3 Lg = (-72) =

9 = Arc tanm (-7/0) = -90° = 270°

g = 7= -90° Ly = T 270°
&. Z, = 9 s Z, =~ (92) =

= Arc tan (0/9) = 0=

L, = 9 0O°
Catatan
1= 90° ; i = 180° = -90° 12 = 270 = -90-°
i+ =1 = 360° = 0o ; i" = n ox 90°<




Bentuk Trigonometri

4=

=
- R o4

X p(R,iX)

- 1X

Ghr 2. Bidang compels utk bentuk trigonometri

Bila L =R +1X (lihat pers 1-1), maka :

R=Zcosoa dan X =2 sin o

Sehingga : Z =2 cos o +12sin o

Z=72 (cosB +isin6)

(1-3)




4 N

» Contoh
1. Z, = 3+i4 ;Z,=5 ; a= 53.13°
Z, =5 2 53.13°
Z,=5(cos 53.13° +1 sin 53.13°)

Z,= -3+i4 ; Z,=5 ;p=-53.13°= 126.87¢
Z,=5 . -53.13¢ Z,=5 £ 126.87°
Z,=5( cos -53.13° + i sin -53.13°)

L: =5 (cos 128.87° +1isin 128.87°)

3. Z,=-4-i3; Z,=5 ;5 =216.87°
Z;=5 2 216.87°
Z:=5(cos 216.87° +i sin 216.87°)

4, LZ,= 4 -14 24 2.66 ; @ = -45° = 315°
E4=5563-45‘3
L, =5.66 (cos -45° - i sin -45°)




Bentuk Eksponensial

Bentuk fungsi eksponensial sejati :
{'EK}1 — _E..'!'l:

E[.‘-'l:1+:ll:1:l —_ Ex'l E,:-::E

dan bila alx+iR) = ax_ aiR

Menurut Deret MacLaurin :

. }:2 }:3
e =1+ x + + o (1-6)

2! 31
bila £ = R + 1X dapat dituliskan dalam bentuk :

el=ef (cos X +1sin X ) (1-7 )

K » Didefinisikan sebagail fungsi positif




Menurut Rumus Euler (perhatikan pers. 1-7) :
e = cos x +1 s5in x ( 1-8 )

» Didefinisikan sebagai fungsi imajiner

Sehingga bentuk bilangan kompleks :
Z=R+iX =Z (cos 8 +isind)

Z =7 e® (1-9)

Karena | e | = “/(cosZ2X + sin2 X) =1




Contoh

Z, =3 + i4 : 2, =5 : o
L, =5 = 53.13°

Z, =50 (cos 53.13° + isin S3.13°)
il

S53.13°

g = B el 53.130

Z,= -3 +i4; Z, =05 ; B =-53.13°
Z, = 5 ~ -53.13°

Z, =[5 ( cos -53.13° + i sin -53.139)]
Z,= 5 ei-523.130

Zo=-4-1i3 ; Z, =5 :

5 = 36.87° (kuadran 3) - 5=216.87°
Z,= 5 - 216.87°

Z, =5 ( cos 216.87°+ i sin 216.872)
Z, = 5 i 2162870

Z,.= 4 -i4 ; Z,=5.66 ; ¢ = -45°= 315°
Z,= 5 — -45° 1 Z, =5 —~ 315°
Ly, =5 (cos 315° + i sin 315°

= i 3150
Ly, = 5D e




OPERASI ARITMATIK

Penjumlahan/Pengurangan

= Bentulk Ummum

> L. = Re(L,) + 1.=Z Imi(Z;) ( 1-18 )
- DBila L, =a +1b ; Z, = m + 1n dan £Z = X + %Y
maka L = £ a+ib ) = (rm + in)
-

1{ b = N )

= Contoh
1. Z4, + Z5 bila £, = 4 + 16 3 L, = -8 - i3
Jawalk :
Ly =24+ Z= (4 + i6)+(-8 -i3) = (4-8) + 1(6-3)
-4 + i3 =5 - 143.13° =5 - -36.87°
5 (cos 143.13°2 + 1 =in 143.132)

5 [ cos (-36.87 3} + 1 sin(-36.87 )]
= 5 il43.130 = § =i-36.870

Cara Lain
L, = 4 + 16
L, = -8 - i3




e

2.

Hitung Z, + Z, , bila Z, = 6.403e38-%%2 dan
Z, = 6.708e’53-43c

Jawab :

L, = 6.403e38-560 = §,. 403 - 38.66°

L, =6.403 ( cos 38.66° +1 s1n 38.66% )
5 + 14

™
|

L, = 6.708 ei%3.432= §.708 - -63.43°
L, = 6.708 ( cos -63.43%+ 1 51N -63.43°)
3 -6

I
bd
I

Z,+Z,= (5+3) + i(4-6) = 8 - i2

Catatan

Operasi penjumlahan/pengurangan bilangan
kompleks lebih mudah bila persamaan
dalam bentuk rektangular.




Perkalian

AL Perkalian Bentuk Rektangular

X o= a + ib o= p o+ iq
K. = (a+ib)yp+1gq) = ap + 1aqg + 1ibp - bg
X.¥ = (ap-bqg)+ i(ag+bp)

B. Perkaliamr Bentuk Polar

s

o
K= = B Y = Y = o

XY = %Y = (B + @)

C. Perkalian Bentuk Eksponensial

o= M B W o= Y e

e




Perkalian Bentuk Trigonometri

}{=:5-: (cos P +1sin B)
Y =¥ (cos @ +1isino )

X.Y =[ % (cos B + i sin B)] [ Y (cos @ + i sin ©)]

Contoh
1. Hitung £, x Z,
bila L, =5 +14 ; L, =3 - 16
Jawab
Ly ®x L = (D = 14)(3 - 16)
( 5.3 + 3. 14 - 5. 16 + 14 . -6 )
(15 + 24) + 1(12-30) = 39 - 118

2. Hitung Z, x £, , bila
L, = 6.403 ( cos 38.66° + 1 51N 38.66° )
L, = 6.708 ( cos -63.43°+ 1 51N -63.43°)
Jawab :

Z, = 6.403ei38.660
Z, = 6.708 ei-63.420

6.403 - 38.66°
6.708  -&63.43°




Perkalian Bentuk Trigonometri

L, x Z, = 6.403ei38.860 5 708 i 63.430
(6.403 x 6.708) i(38.66-63.43)

42,953 i-24.78) gtau
42 .953 (cos -24. 782+ 1 s1n 24.78%)
39 - 118 o = 24 78°
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Ly x £, = (6.403)(6.708) - (38.66° -63.437°)

= 42 .953 ~ -24.78°
= 42 .953 (cos -24.78%+ i sin -24.78%2)
= 39 -1i18

Catatan :
Operasi perkalian lebih mudah dilakukan dalam

bentuk polar atau eksponensial.

-




Pembagian

A. Pembagian Bentuk Rektangular
X =a+1b Y = p +1q
XY = (a+ib)/(p+iq)
XY = [(a+ib)/ (p+iq] [(p-19)/(p-1q)]
[(a+ib)(p-iq)]/[(p+iq)(p-iq)]
[(a+ib)(p-iq)]/ (P*+g®)

X1Y= [(ap-bq)+i(bp-aq)]/ (p*+q?)




Pembagian Bentuk Polar dan Eksponensial

E1=i1i|3 dan

Z,/ 2= (2, /2, ) Z (B - )

Z, =47, P dan

EE - EE E‘im

Z./ Zy=(Z,/2Z, ) il

Contoh

1. Hitung Z,/Z, bila Z, =5 + i4

Jawab :

Z,/Z,

(5+i4)/(3-i6)

Z,=3-i6

[(5+i4)/(3-i6)][(3+i6)/(3+i6)]

= [(5+i4)(3+i6)]/(3%+67)

[(15-24)+i1(12+24)]/(9+36)

-0.2 +10.933




e

2. Hitung Z,/Z; bila
Polar L,=6.403 £ 38,66° dan
L,=6.708 £-63.43°
Eksponensial Z;= 6.403 e*85%
Z,= 6.708 eit3-43
Jawab :

Z,/Z,= (6.403/6.708)2[38,66°-(-63.43°)]
Z,/Z,=(0.955) £102.10°

Eg {5.403;’5.?[]5}51[35.66& (-63.430)]
Vi

/
/Z,=(0.955) ei102.100

L,
L,

Catatan :
Operasi pembagian lebih mudah bila dilakukan
dalam bentuk polar atau eksponensial.




Sifat Utama Dalam Operasi Aritmatik

1. Komutatif
Ly+ Ly= 14, + L,
21.22 - 22.11

2. Asosiatif
(L4 + L)+ Ly =Ly + (L + L3)
(L1.243) L3 =24y (£3. Z3)

3. Distributif
Ly (L + L3) = L4, + 4,45
O0+2L=2L+0=1L
I+(-Z)=(-Z)+Z =0
Z.1=12




KONJUGASI

Pengertian Dasar
» Konjugasi adalah bayangan cermin bilangan

nyata (rnel) dalam sistem bilanganh kompleks.
» Tanda pada komponen imajiner berubah
(berlawanan).
= Konjugasi dituliskan dengan tanda “ * *




e

Cara Penulisan
Bentulk Konjugasi

1. Rektanguler

Z =R + iX T* = R - iX
2. Polar
Z=7Z B Z*=Z = -p

3. Trngonometri

Z = Z(cos B + 1 sin B) L™ Z(cos p-isinB)

4. Eksponensial
Z =7 @ Z* = 7 B




-

SOAL-S50AL LATIHAN

1.
2.
3.

5.

10.

11

(R + iX)* + ( R-iX )¢

(1-i%3)% + ((-3 + i3)¢

S(cos 122 + 1 sin12°) + 4(cos 782 =1 s1in 787°)
12(cos 1382 + 1 s1n 13872) - 6(cos 932 + 1 s1in 932)
3(cos 382 + 1 s1n 38°) x 4(cos 82° -1 s1n 82°)
A({cos 692 - 1 51N 69°) x S(cos 352 + 1 s1N35° )
12(cos 138° + 1 s1n 138° )/4(cos 69° - 1 s1n 69°)
E(cos 93° -1 51N 93°)/ 3(cos 38° + 1 s1n 38°)
Bila Z, =12(cos 125 + i sin 125) ; Z, = (3 - ivW5)°3
Hitung :

a. Z, "+ 2Z,Z," , b.2Z " xZ,", c. Z;7 x (Z,™)?
Scoal sama dengan Mo. 9, tetapi

Hitung :

a. L,/ Z,%, b. 22,7 5 Z,%, c. (L 7)EF 2L

.Carilah solusi kompleks dari fungsi-fungsi

bernkut :
a.cosz =5, b. sin £ = 1000, c. cosh £ =0
d. sinh Z2 =0, e. cosh £ = 0.5, f. sin Z =1 sinh 1

/




TERIMA KASIH




